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$ ��������� ��������� ��������	 ��� 	������	

*�3 ��-��������	��0

[L(λ),M(λ)] = 0

&3�#-��� ��� ���	��� �����	���/

��! 
A� vt + vxxx + 6vvx = 0, v1s =
2k2

cosh2 (k(x− 4k2t− x0))
,

�7� 
A� iut +
1
2
uxx +2|u|2u = 0, u1s =

2νeiφ(x,t)

cosh (2ν(x− 2μt− x0))
,

�-
�
 φ(x, t) = μx+ (ν2 − μ2)t+ φ0�

��" 
A� φx,t + sinφ(x, t) = 0, φ1s = 4 arctan
(
e2ν(x−x0)+t/(2ν)

)
,

φbr = 4 arctan
(

ν

2μ2

sin(2μ(x− t− x0))
cosh(2ν(x+ t− x0))

)
.

��2



�-������ ��-���� ��� �	������ �-�����#/

��! LKdVΨKdV =
(
− d2

dx2
+ v(x, t) − λ2

)
ΨKdV(x, t, λ) = 0,

v1s → λ2 = −k2

�7� LNLSΨNLS =
(
i
d

dx
+ qNLS(x, t) − λσ3

)
ΨNLS(x, t, λ) = 0,

qNLS(x, t) =
(

0 u∗

u 0

)
, u1s → λ± = μ± iν,

��" LsGΨsG =
(
i
d

dx
+ qsG(x, t) − λσ3

)
ΨsG(x, t, λ) = 0,

qsG(x, t) =
(

0 iφ
iφ 0

)
, φ1s → λ± = ±iν, φbr → ±λ± = ±μ± iν,

��3



% N&'��� 	�	���	 ������� �� sl(n)( n ≥ 3
9-
 ����
�������+ 7�@ ��
��
�� L(λ) 'n = 5)

L ≡ i∂x + U(x, t, λ) = i∂x + [J,Q(x, t)] − λJ,

M ≡ i∂x + U(x, t, λ) = i∂t + [I,Q(x, t)] − λI,

J = ���+ (J1, J2, J3, J4, J5),
I = ���+ (I1, I2, I3, I4, I5),

Q(x, t) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0 Q12 Q13 Q14 Q15

Q21 0 Q23 Q24 Q25

Q31 Q32 0 Q34 Q35

Q41 Q42 Q43 0 Q45

Q51 Q52 Q53 Q54 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ,


� J = 0, 
� I = 0, J1 > J2 > J3 > 0, 0 > J4 > J5. '�)

9-
 N ���	
 
A��
���0

i[J,Qt] − i[I,Qx] − [[J,Q], [I,Q(x, t)]] = 0.
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%�����	 �-���
 '�*�2)) ��
- 
-
 ��
����+ 5��
�� u(x, t, λ)0

u(x, t, λ) = �� + (c1(λ) − 1)P (x, t), c1(λ) =
λ− λ+

1

λ− λ−1
,

q(x) ≡ [J,Q] = lim
λ→∞

λ
(
J − u(x, λ)Ju−1(x, λ)

)
= −(λ+ − λ−)[J, P (x)].

'�)

P > +
�
��� ���#
�
�� P 2(x, t) = P (x, t) ��
- ���� s ≥ 10

P (x, t) =
s∑

a,b=1

|na(x, t)〉M−1
ab 〈n†b(x, t)|, Mab(x, t) = 〈n†b(x, t)|na(x, t)〉,

|na(x, t)〉 = χ+
0 (x, t, λ+)|n0,a〉, 〈n0,a|S0|n0,b〉 = 0.

|nk〉 �� P (x, t) �
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�
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λ± = μ± iν� C�� s = 2 �
 -�	
 |na〉 a = 1, 2 ���0

P (x, t) =
1

detM

(
|n1(x, t)〉M22〈n†1(x, t)| − |n2(x, t)〉M12〈n†1(x, t)|

− |n1(x, t)〉M21〈n†2(x, t)| + |n2(x, t)〉M11〈n†2(x, t)|
)
,

detM(x, t) = M11M22 −M12M21, Mab(x, t) = 〈n†a(x, t)|nb(x, t)〉,

'�)

D��� � ���#
�
���0 P (x, t) = |n(x,t)〉〈m(x,t)|
〈m(x,t)|n(x,t)〉

|n(x)〉 = χ+
0 (x, λ+)|n0〉, 〈m(x)| = 〈m0|χ̂−

0 (x, λ−). '2)

C�� n = 5 |n0〉 ��� 〈m0| ��
 ����
��
 3�������
�
 	
�
���� 9-
�
 
-


������
�� ����
���� ��
 �����

��=
� ��0

�� 
-
 �����


 
�+
�	���
� λ± = μ± iν,
μ �� ����
�� 	
����
� ν �� 
-
 �����
��
�

�� 
-
 	
�
��� |n0〉, 〈m0| ��
��5� 
-
 ��

���� �
+�

� �5 5�

��� �5


-
 ����
��� 9-
� ��� �
 �������=
� ��� 
� �� �� ��@���� 2
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 -�	
 �
	
��� ��
���� 
-�
 ���� �
�� 
� ��F
�
�
 
��
� �5 ����
���0

> �) +
�
��� ���
 �-
�0 ��� ������
�
� �5 |n0〉 ��
 ����	����-��+,

> �) ��
���� ������
� �-
� ��
 '�� ���
) �5 
-
�
 ������
�
� 	����-�

�����	� �������	��� �����	��/ 
��
 χ±(x, t, λ) = e−iλ(Jx+It)0

(P (x, t))ks =
1

k(x, t)
n0,km0,se

−i(λ+zk−λ−zs), '3)

k(x, t) =
n∑

p=1

n0,pm0,pe
−i(λ+−λ−)zp(x,t), '4)

zp(x, t) = Jpx+ Ipt, Q1s
ks = −(λ+ − λ−)(P (x, t))ks, '�)

��
� ��� Qij ��
 ����
��	��� ��	
�� k(x, t) ��� 	����- 5�� �
�
��� 	���
� �5

x t� /������
 ���+���� ����
�����

$����
 �� U(x, t, λ) = q(x, t) − λJ 
-
 ��	���
���

KU †(x, t, λ∗)K−1 = U(x, t, λ), K = ���+ (ε1, . . . , εn), εj = ±1

'()

Kq†(x, t)K−1 = q(x, t), Ku†(x, t, λ∗)K−1 = u−1(x, t, λ),

λ+ = (λ−)∗ = μ+ iν, 〈m0| = (K|n0〉)†.

��*
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��� ������<
� 
�

q1sks(x, t) = −2iν(Jk − Js)
kred(x, t)

εsn0,kn
∗
0,se

ν(zk+zs)e−iμ(zk−zs), '*)

kred(x, t) =
n∑

p=1

εp|n0,p|2e2νzp(x,t). '��)

9-
� �
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�
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-�
 detM > 0 5�� ��� x ��� t, ��

��
 ��� 
�����

� ���+���� ����
����

) �*���	 �
 ���������	 �� 	������ 	�������	
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GR ���
 -�	
 
�� �
���=�
����0

�) GR ⊂ Autg ���

��) GR ⊂ Conf C ��
� �� ���5����� ������+� �5 
-
 �����
@ λ�����
� 9�


��- gk ∈ GR �
 �
��

 � �
���
��� �����
��� 5�� 
-
 7�@ ����0

U(x, t, λ) = [J,Q(x, t)] − λJ, V (x, t, λ) = [I,Q(x, t)] − λI, '��)

�5 
-
 7�@ �
��
�
�
�
���0

�) C1(U †(κ1(λ))) = U(λ), C1(V †(κ1(λ))) = V (λ),

�) C2(UT (κ2(λ))) = −U(λ), C2(V T (κ2(λ))) = −V (λ),

�) C3(U∗(κ1(λ))) = −U(λ), C3(V ∗(κ1(λ))) = −V (λ),

2) C4(U(κ2(λ))) = U(λ), C4(V (κ2(λ))) = V (λ),
����



��� �����	 
�
�	
 �	���	� �� so(5)
$����
 <��
 � �
���
���� �5 ����� 2 
-�
 ��
� ��
 �F
�
 
-
 ��
�
���

�����


�� 8-���
 C2 = S0 κ2(λ) = λ ��

S0(UT (λ))S−1
0 + U(λ) = 0, S0 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 1
0 0 0 −1 0
0 0 1 0 0
0 −1 0 0 0
1 0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ,

C���� ��� �


�
��� �� �7:: �
��

� 
� 
-
 so(5) ��+
���� 9-�� 
-


N ���	
 ���

� �
�
�5 ������
� �5 ( 
A��
����� & -��5 �5 
-
� �
���

i(J1 − J2)Q10,t(x, t) − i(I1 − I2)Q10,x(x, t) + kQ11(x, t)Q01(x, t) = 0,
iJ1Q11,t(x, t) − iI1Q11,x(x, t) − k(Q10Q01 +Q12Q01)(x, t) = 0,

i(J1 + J2)Q12,t(x, t) − i(I1 + I2)Q12,x(x, t) − kQ11(x, t)Q01(x, t) = 0,
iJ2Q01,t(x, t) − iI2Q01,x(x, t) + k(Q11Q12 +Q10Q11)(x, t) = 0.

'��)

����



�-
�
 k := J1I2−J2I1 �� � ����
��
 �
�������+ 
-
 ��	
 ��

���
���� 9-


�
-
� 2 ��� �
 ��
���
� �� �-��+��+ Qkn ↔ Qkn� ��
����+ 5��
��0

u(x, λ) = �� + (c(λ) − 1)P (x) +
(

1
c(λ)

− 1
)
P (x) ∈ SO(5), '��)

P (x) = S0P
T (x)S−1

0 .

"
�
��� ������
�� ����
��� �
���

Q10(x, t) =
λ− − λ+

〈m|n〉
(
e−i(λ+z1−λ−z2)n0,1m0,2 + ei(λ+z2−λ−z1)n0,4m0,5

)
,

Q11(x, t) =
λ− − λ+

〈m|n〉
(
e−iλ+z1n0,1m0,3 − e−iλ−z1n0,3m0,5

)
,

Q12(x, t) =
λ− − λ+

〈m|n〉
(
e−i(λ+z1+λ−z2)n0,1m0,4 + e−i(λ−z1+λ+z2)n0,2m0,5

)
,

Q01(x, t) =
λ− − λ+

〈m|n〉
(
e−iλ+z2n0,2m0,3 + e−iλ−z2n0,3m0,4

)
,

〈m|n〉 =
5∑

k=1

e−i(λ+−λ−)zkn0,km0,k, zk = Jkx+ Ikt, k = 1, 2.

����
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 �
-
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�� ��� �
 5������� ����
���

� �� ����+ 
-
 5�������+


����5����
���

Qkn ↔ Qkn, e−iλ+zk ↔ eiλ−zk , n0,j ↔ m0,j .

& 
������ Z2 �
���
���0KU †(λ∗)K−1 = U(λ) �-
�
K = ���+ (ε1, ε2, 1, ε2, ε1)

��
- εk = ±1�

Jk = J∗
k , Q10 = −ε1ε2Q∗

10, Q01 = −ε2Q∗
01, Q11 = −ε1Q∗

11, Q12 = −ε1ε2Q∗
12.

D
���
� �7:: �� +�	
� �� 2 
A��
���

i(J1 − J2)Q10,t(x, t) − i(I1 − I2)Q10,x(x, t) − kε2Q11(x, t)Q∗
01(x, t) = 0,

iJ1Q11,t(x, t) − iI1Q11,x(x, t) − k(Q10Q01 + ε2Q12Q
∗
01)(x, t) = 0,

i(J1 + J2)Q12,t(x, t) − i(I1 + I2)Q12,x(x, t) − kQ11(x, t)Q01(x, t) = 0,
iJ2Q01,t(x, t) − iI2Q01,x(x, t) − kε1(Q∗

11Q12 + ε2Q
∗
10Q11)(x, t) = 0.

���2



9-
� λ± = μ± iν ��� |m〉 = K|n〉∗ ��� ������
�� ����
��� �
���
�

Q10(x, t) =
−2iν

〈n∗|K|n〉
(
ε2e

−i(λ+z1−(λ+)∗z2)n0,1n
∗
0,2 + ε1e

i(λ+z2−(λ+)∗z1)n0,4n
∗
0,5

)
,

Q11(x, t) =
−2iν

〈n∗|K|n〉
(
e−iλ+z1n0,1n

∗
0,3 − ε1e

−i(λ+)∗z1n0,3n
∗
0,5

)
,

Q12(x, t) =
−2iν

〈n∗|K|n〉
(
ε2e

−i(λ+z1+(λ+)∗z2)n0,1n
∗
0,4 + ε1e

−i((λ+)∗z1+λ+z2)n0,2n
∗
0,5

)
,

Q01(x, t) =
−2iν

〈n∗|K|n〉
(
e−iλ+z2n0,2n

∗
0,3 + ε2e

−i(λ+)∗z2n0,3n
∗
0,4

)
,

〈n∗|K|n〉 = ε1|n0,1|2e2νz1 + ε2|n0,2|2e2νz2 + |n0,3|2 + ε2|n0,4|2e−2νz2 + ε1|n0,5|2e−2νz1 ,

����
��� �������

� ��
- �����+
���� �5 so(5)0

�� ������
 n0,1 = n0,5 = 0� 9-
 ���� ���=
�� ��	
� ��
 Q01, Q01

�
��

� 
� 
-
 �����
 ���
 α2 > � so(3) ����
���

�� &��
-
� sl(2) ����
�� �� �
��	
� �-
� n0,2 = n0,4 = 0� 9-
�

Q11, Q11 ��
 ���	����-��+, 
-
 ��'�) �����+
��� �� ����
�

� ��
-


-
 ���
 e1 = α1 + α2�

���3



�� 7

 n0,3 = 0� 9-
� Q10, Q10 ��� Q12, Q12 ��
 ���=
�� ��	
�� 9-


����
�������+ �����+
��� �� so(3) ⊕ so(3) ≈ so(4)�

2� $5 n∗0,1 = n0,5 n∗0,2 = n0,4 ��� n∗0,3 = n0,3 
-
�

Q10(x, t) =
−iν
Δ1

sinh 2θ0 cosh ν(z1 + z2)e−iμ(z1−z2−δ1+δ2),

Q11(x, t) = −2
√

2iν
Δ1

sinh θ0 sinh νz1e−iμ(z1−δ1),

Q12(x, t) =
−iν
Δ1

sinh 2θ0 cosh ν(z1 − z2)e−iμ(z1+z2−δ1−δ2),

Q01(x, t) =
−2

√
2iν

Δ1
cosh θ0 cosh νz2e−iμ(z2−δ2),

n0,1 =
n0,3√

2
sinh θ0eiμδ1 , n0,2 =

n0,3√
2

cosh θ0eiμδ2 , θ0 ∈ R,

Δ1(x, t) = 2
(
sinh2 θ0 sinh2(νz1) + cosh2 θ0 cosh2(νz2)

)
.

���4



$5 θ0 = 0 
-
� � ���+�
 ��	
 �
����� ���
��	���0

Q01(x, t) =
−√

2iν
cosh νz2

e−iμ(z2−δ2).

��� Z2 × Z2 �	�������
 ��� �����	� �������


&� ����
����� Z2 ����

��0

χ−(x, λ) = K1

(
(χ+)†(x, λ∗)

)−1
K−1

1

χ−(x, λ) = K2

(
(χ+)T (x,−λ)

)−1
K−1

2

�-
�
 K1,2 ∈ SO(5) ��� [K1, K2] = 0� &��� U(x, λ) ��
��<
� ��
-

����

�� �����
����� 9-
 Z2 × Z2��
���
� 2���	
 ���

� �
���

(J1 − J2)q10,t(x, t) − (I1 − I2)q10,x(x, t) + kq11(x, t)q01(x, t) = 0,
J1q11,t(x, t) − I1q11,x(x, t) + k(q12(x, t) − q10(x, t))q01(x, t) = 0,
(J1 + J2)q12,t(x, t) − (I1 + I2)q12,x(x, t) − kq11(x, t)q01(x, t) = 0,
J2q01,t(x, t) − I2q01,x(x, t) + k(q10(x, t) + q12(x, t))q11(x, t) = 0,

����



�-
�
 q10(x, t) q11(x, t) q12(x, t) ��� q01(x, t) ��
 �
�� 	���
� <
����

9-
 ��
����+ 5��
�� u(x, λ) ���
 �
 ��	�����
 ���
� 
-
 ��
��� �5

Z2 × Z2 ��
�
K1

(
u†(x, λ∗)

)−1
K−1

1 = u(x, λ), '�2)

K2

(
uT (x,−λ)

)−1
K−1

2 = u(x, λ). '�3)

$5 K1 = K2 = �� ��
 ��� 
� ��
��5� ��
- �����
���� �� 
� �-���
 
-
 ���
�

�5 u(x, λ) �
 λ± = ±iν ��� |m(x, t)〉 = |n(x, t)〉 = eν(Jx+It)|n0〉 �
���

���(



9-
 ���4��� �����	�� �
���
�

q10(x, t) = − 4ν
〈n|n〉N1N2 cosh ν[(J1 + J2)x+ (I1 + I2)t− ξ1 − ξ2],

q11(x, t) = − 4ν
〈n|n〉N1n0,3 sinh ν(J1x+ I1t− ξ1),

q12(x, t) = − 4ν
〈n|n〉N1N2 cosh ν[(J1 − J2)x+ (I1 − I2)t− ξ1 + ξ2],

q01(x, t) = − 4ν
〈n|n〉N2n0,3 cosh ν(J2x+ I2t− ξ2),

〈n(x, t)|n(x, t)〉 = 2N2
1 cosh 2ν(J1x+ I1t− ξ1) + 2N2

2 cosh 2ν(J2x+ I2t− ξ2) + n2
0,3,

�-
�


ξ1 :=
1
2ν

ln
n0,5

n0,1
, ξ2 :=

1
2ν

ln
n0,4

n0,2
, N1 =

√
n0,1n0,5, N2 =

√
n0,2n0,4.

���*



��� Z2 × Z2 �	�������
 ��� ��������	� �������


��� 
-
 Z2 × Z2���	������
 �5 u(x, t, λ) �� 
����
� �� �����+ 
�� ���




���0

u(x, t, λ) = �� +
A(x, t)
λ− λ+

+
K1SA

∗(x, t)(K1S)−1

λ− (λ+)∗
− K2SA(x, t)(K2S)−1

λ+ λ+

− K1K2A
∗(x, t)(K1K2)−1

λ+ (λ+)∗
.

�-
�
 A(x, t) = |X(x, t)〉〈F (x, t)| ���

|F (x, t)〉 = eiλ+(Jx+It)|F0〉.

C�� |X(x, t)〉 �
 +

 � ���
�� ���

� �5 
A��
����� �������+ 
-
 �

���� �


��
��� 
-
 +
�
��� A�������

 ����
��� 
� 
-
 2���	
 ���

� �������

�

��
- 
-
 B2 ��+
���

q10 =
4
Δ

$�

[
a∗N1 cosh(ϕ1 + ϕ2) − imN∗

1

μν
(μ cosh(ϕ∗

1 + ϕ2) − iν cosh(ϕ∗
1 − ϕ2))

]
N2

����



q11 =
4
Δ

$�

[
a∗N1 sinh(ϕ1) − imλ+

μν
N∗

1 sinh(ϕ∗
1)

]
m3

0

q12 =
4
Δ

$�

[
a∗N1 cosh(ϕ1 − ϕ2) − imN∗

1

μν
(μ cosh(ϕ∗

1 − ϕ2) − iν cosh(ϕ∗
1 + ϕ2))

]
N2

q01 =
4
Δ

$�

[
a∗N2 cosh(ϕ2) − imλ+∗

μν
N∗

2 cosh(ϕ∗
2)

]
m3

0.

�-
�


a(x, t) =
1

μ+ iν

[
N2

1 cosh 2ϕ1 +N2
2 cosh 2ϕ2 +

F 2
0,3

2

]
, b(x, t) =

m(x, t)
iν

,

c(x, t) =
m(x, t)
μ

, m(x, t) = |N1|2 cosh(2D
 ϕ1)+|N2|2 cosh(2D
 ϕ2)+
|m3

0|2
2

,

Nσ :=
√
mσ

0m
6−σ
0 , ϕσ(x, t) := iλ+(Jσx+Iσt)+

1
2

log
mσ

0

m6−σ
0

, σ = 1, 2.

G
-
� 	����	������ �
���
����0 �
 ��� ��
 ��
�����-���� K̃1 ���H��

K̃2 
����+ 	���
� �� 
-
 E
�� +�����
����



+ ��,� ��	 �� ����&	�������� 	
���	

9-
�
 ����

��� ����
� ��
 SO(n+ 2)/SO(n) × SO(2)�

Lψ =
(
i
dψ

dx
+ U(x, t, λ)

)
ψ(x, t, λ) = 0,

U(x, λ) = q(x, t) − λJ, q =

⎛
⎝ 0 �qT 0
�p 0 s0�q
0 �pT s0 0

⎞
⎠ , J =

⎛
⎝ 1 0 0

0 0 0
0 0 −1

⎞
⎠ ,

9������ �
���
��� 5�� n = 3 ��
- K1 = ���+ (ε1, ε2, 1, ε2, ε1) ε21,2 = 1,

p2 = ε1ε2q
∗
2 , p3 = ε1q

∗
3 , p4 = ε1ε2q

∗
4 ;

+�	
� � ��������
�
 ���

� �5 �7� 
A��
���
iq2,t + q2,xx + 2ε1(ε2|q2|2 + |q3|2)q2 + ε1ε2q

2
3q

∗
4 = 0,

iq3,t + q3,xx + 2ε1q2q4q∗3 + ε1(2ε2|q2|2 + 2ε2|q4|2 + |q3|2)q3 = 0,
iq4,t + q4,xx + 2ε1(ε2|q4|2 + |q3|2)q4 + ε1ε2q

2
3q

∗
2 = 0,

����



$
� ����
�� ����
��� �� +�	
� ��

q2 =
−2iν

Δ
e−iμ(x−vt)

(
ε2e

ν(x−ut)n0,1n
∗
0,2 + ε1e

−ν(x−ut)n0,4n
∗
0,5

)
,

q3 =
−2iν

Δ
e−iμ(x−vt)

(
eν(x−ut)n0,1n

∗
0,3 − ε1e

−ν(x−ut)n0,3n
∗
0,5

)
,

q4 =
−2iν

Δ
e−iμ(x−vt)

(
ε2e

ν(x−ut)n0,1n
∗
0,4 + ε1e

−ν(x−ut)n0,2n
∗
0,5

)
,

Δ = ε1e
2ν(x−ut)|n0,1|2 + ε2

(|n0,2|2 + |n0,4|2
)

+ |n0,3|2 + ε1e
−2ν(x−ut)|n0,5|2,

v =
ν2 − μ2

μ
, u = −2μ, .

& �
���� �
���
��� 	�� � E
�� �
I
�
��� Se2 0

K2 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 −1 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ . '�4)

����



+�	
�
p2 = q∗4 , p3 = −q∗3 , p4 = q∗2 .

��� +�	
� ���
 
� ���
-
� ��
A��	��
�
 ���

� �5 � �7� 
A��
����

iq2,t + q2,xx + 2(q2q∗4 − |q3|2)q2 + q23q
∗
2 = 0,

iq3,t + q3,xx − 2q2q4q∗3 + (2q2q∗4 + 2q4q∗2 − |q3|2)q3 = 0,
iq4,t + q4,xx + 2(q4q∗2 − |q3|2)q4 + q23q

∗
4 = 0.

9-
� �
 -�	
 
-
 5�������+ ��
 ����
�� ����
���

q2 =
−2iν

Δ
e−iμ(x−vt)

(
eν(x−ut)n0,1n

∗
0,4 + e−ν(x−ut)n0,4n

∗
0,5

)
,

q3 =
2iν
Δ
e−iμ(x−vt)

(
eν(x−ut)n0,1n

∗
0,3 + e−ν(x−ut)n0,3n

∗
0,5

)
,

q4 =
−2iν

Δ
e−iμ(x−vt)

(
eν(x−ut)n0,1n

∗
0,2 + e−ν(x−ut)n0,2n

∗
0,5

)
,

Δ = e2ν(x−ut)|n0,1|2 +
(
n0,2n

∗
0,4 + n∗0,2n0,4

) − |n0,3|2 + e−2ν(x−ut)|n0,5|2.

���2



�
@
 �
 ������
� � Z2×Z2 �
���
��� �-��- �� � �������
��� �5 �
���
����

��
- K1 ��� K2� 9-�� �� �������
 ���� 5�� ε1 = −1� 9-
�

p2,4 = −ε2q∗2,4, q2 = −ε2q4, p3 = −q∗3 . '��)

��� �
 ��
��� 
-
 5�������+ ���

� �5 
�� 
A��
����

iq2,t + q2,xx − 2(ε2|q2|2 + |q3|2)q2 + q23q
∗
2 = 0, '�()

iq3,t + q3,xx − (4ε2|q2|∗ + |q3|2)q3 + 2ε2(q2)2q∗3 = 0. '�*)

��� �
� ��
 ����
�� ����
��� 
��
� 
-
 5���

q2 =
2iν
Δ
e−iμ(x−vt)ε2

(
eν(x−ut)n0,1n

∗
0,2 + e−ν(x−ut)n0,2n

∗
0,5

)
, '��)

q3 =
2iν
Δ
e−iμ(x−vt)

(
eν(x−ut)n0,1n

∗
0,3 + e−ν(x−ut)n0,3n

∗
0,5

)
, '��)

Δ = e2ν(x−ut)|n0,1|2 − 2ε2|n0,2|2 − |n0,3|2 + e−2ν(x−ut)|n0,5|2, '��)

v =
ν2 − μ2

μ
, u = −2μ. '��)

���3



- ��.�/ ��	 �� ����&	�������� 	
���	

9-
 M ���
��
�� 5�� 
-
 %%��! 
A��
���� 
��
� 
-
 5���

Mψ(x, t, λ) ≡ i∂tψ + (V0(x, t) + λV1(x, t) + λ2V2(x, t) − λ3J)ψ(x, t, λ),

V2(x, t) = q(x, t), V1(x, t) = i�� −1
J ∂xq +

1
2

[

�� −1
J q, q(x, t)

]
,'�2)

V0(x, t) = −∂2
xxq +

1
2

[
�� −1

J q,
[

�� −1
J q, q(x, t)

]]
+ i [∂xq, q] ,

$
 ���� �
 ���	
��
�
 
� ��
�����
 
-
 5�������+ ��
�
���� 5�� 
-
 n�

������
�
 	
�
���

�q = (q1, . . . , qn)T , �p = (p1, . . . , pn)T ,

��� ���� 
-
 ��
���
� S0 ��� s0

S0 =
n+2∑
k=1

(−1)k+1Ek,2r+2−k =

⎛
⎝ 0 0 1

0 −s0 0
1 0 0

⎞
⎠ , '�3)

���4



9-
 %%��! 
A��
���� ��� �
 ���


� ���� �� ������
 5��� ��

∂t�q + ∂3
xxx�q + 3(�p, �q)∂x�q + 3 (∂x�q, �p) �q − 3 (∂x�qs0�q) s0�p = 0, '�4)

∂t�p+ ∂3
xxx�p+ 3(�p, �q)∂x�p+ 3 (∂x�p, �q) �p− 3 (∂x�ps0�p) s0�q = 0, '��)

&����+����� 
-
 %�7� 
A�� +
�
����=��+ 
-
 	
�
�� �7� ��
0

i�qt + �qxx + 2(�q, �p)�q − (�q, s0�q)s0�p = 0,
i�pt − �pxx − 2(�q, �p)�p+ (�p, s0�p)s0�q = 0,

8�����
� � Z2 �
���
��� �5 
-
 
��


U †(λ∗) = U(λ), ⇒ �p = �q∗. '�()

9-
� �
 ��
��� 
-
 5�������+ �
���
� ���

�� �5 %%��!

∂t�q + ∂3
xxx�q + 3|�q|2∂x�q + 3 (∂x�q, �q

∗) �q − 3 (∂x�qs0�q) s0�q∗ = 0.

��� %�7�

i�qt + �qxx + 2(�q†, �q)�q − (�q, s0�q)s0�q∗ = 0,

����



&������
����0 5�� n = 2 ��� n = 3 �
�����
 F = 1 ��� F = 2 ?:8

'E���
� '���4))�

9-
 ������
�� ����
��� �5 
-
 %%��! �
���

qk =
−iνe−iμ(x−ut−δ0)

cosh(2ν(x− vt− ξ0)) + C

(
eν(x−vt−ξ0)c∗k + (−1)ke−ν(x−vt−ξ0)cn+3−k

)
,

ck =
n0,k√|n0,1||n0,n+2|

, k = 2, . . . , 2r C =
2r∑

k=2

|n0,k|2/2|n0,1||n0,n+2|,

v = ν2 − 3μ2, u = 3ν2 − μ2, δ0 =
argn0,1

μ
, ξ0 =

1
2ν

ln
|n0,n+2|
|n0,1| .

���	��
� �
 -�	
 <@
� arg n0,1 = − arg n0,n+2 �� ����+ 
-
 ��
���� U(1)

����

�� �5 
-
 ����
����

8�����
� Z2 �
���
��� �5 %��! �
��

� 
� so(5) ��
-

KU †(−λ∗)K−1 = U(λ), ⇒ Kq†K−1 = q, KJK−1 = −J

���(



We1 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 −1
0 1 0 0 0
0 0 −1 0 0
0 0 0 1 0
−1 0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , ⇒ K =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 −ε1
0 ε2 0 0 0
0 0 −1 0 0
0 0 0 ε2 0

−ε1 0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

�� 
-
 E
�� �
I
�
��� ��
- �
��
�
 
� 
-
 -��
�����
 ��
-�+���� 
� e1�

9-
 5�������+ ��

��
��
���� -��� 
��


q3 = −ε1ε2q∗1 , q2 = −ε1q∗2 ,
p3 = −ε1ε2p∗1, p2 = −ε1p∗2.

&� � ����
A�
��
 �5 
-
 �
���
��� �
 -�	


λ+ = −(λ−)∗, |m〉 = K|n〉∗, '�*)

��

(λ±)∗ = −λ±, |n〉 = SK|n〉∗, 〈m| = 〈m|∗(SK)−1. '��)

&������+ ���
-
� Z2 �
���
��� �5 
-
 
��


UT (−λ) = −U(λ), ⇒ qT = −q, '��)

���*



�
 ��
��� 
-�


λ+ = −λ−, |m〉 = |n〉. '��)

9-
 ����
�������+ ���

� �5 %��! ��

q2,t + q2,xxx − 3(q2q3)xq3 + 3ε1ε2q3q∗2q3,x − 6q22q2,x = 0,
q3,t + q3,xxx + 3ε1ε2|q2|2xq3 − 3(q2q3)xq2 − 3(q∗2q3)xq

∗
2 − 3q23q3,x = 0.

��� �� �
� 
� 
-
 �
�
 �5 ��� �����
�+
� &+��� 
�� 
��
� �5 ����
����

9-
 ���4��� ���	��� → λ± = ±iν ��� |n〉 = SK|n〉∗ ��� �� +�	
� ��

q2 =
iνeiδ0

ε1 cosh 2ν(x− vt− ξ0) + C

(
eν(x−vt−ξ0)c2 + e−ν(x−vt−ξ0)c4

)
,

q3 =
2iνc3eiδ0 sinh ν(x− vt− ξ0)
ε1 cosh 2ν(x− vt− ξ0) + C

, δ0 = arg n0,1 = arg n0,5 =
lπ

2
, l ∈ Z

C = (2ε2D
 (n0,2n0,4) + |n0,3|2)/2|n0,1||n0,5|,
c∗1 = −ε1c1, c∗2 = −ε2c4, c∗3 = −c3, c∗5 = −ε1c5, ck =

n0,k√|n0,1||n0,n+2|
,

q3 �� 
�
-
� �
�� �� ���
�� ���+����� 	���
� 5���
����

����



��� ������-��� ���	��� �����	��/

u(x, t, λ) = �� +
A(x, t)
λ− λ0

− KSA∗(x, t)SK
λ+ λ∗0

− SA(x, t)S
λ+ λ0

+
KA∗(x, t)K
λ− λ∗0

.

'��)

q(x, t) = [J,A−KSA∗SK − SAS +KA∗K](x, t). '�2)

C��� 
-
 ��
��@ A(x, t) = XFT > ��+
����� �

 �5 
A��
����� ;
�
 X ���

F ��
 �
�
��+���� ��
���
� �5 ���� s ≤ r ��� λ0 = μ + iν� $
 ��� �


�-
��
� 
-�


F (x, t) = ei(λ0x+λ3
0t)JF0, F0 = const.

$� 
-
 �����
�
 s = 1 ���
 5�� 
-
 5��
�� X ��
 ��� ��
��� 
-
 5�������+

X =
a∗F + bSKF ∗ − cKF ∗

|a|2 + b2 − c2
,

����



�-
�
 φ±R = φR ± 1
2 ln |F0,2|

|F0,4| , φ±I = φI ± argF0,4 ���

a(x, t) =
|F0,1F0,5|

λ0
(cosh 2(φR − iφ I) + Ca), Ca =

F 2
0,2 + F 2

0,3 + F 2
0,4

2|F0,1F0,5| ,

b(x, t) =
i|F0,1F0,5|

ν
(cosh 2φR + Cb), Cb =

2D
 (F ∗
0,2F0,4) + |F0,3|2
2|F0,1F0,5| ,

c(x, t) =
|F0,1F0,5|

μ
(cos 2φ I + Cc), Cc =

|F0,2|2 − |F0,3|2 + |F0,4|2
2|F0,1F0,5| ,

φR = ν

(
x− vt− 1

2ν
ln

|F0,1|
|F0,5|

)
, φ I = μ

(
x− ut− argF0,5

μ

)
,

��� argF0,1 = − argF0,5� 9-�� 5�� ε1 = ε2 = 1 ��
 �
��	
�

q2 =
2
√|F0,1F0,2F0,4F0,5|

|a|2 + b2 − c2
{
a∗ cosh(φ−R − iφ−I ) − b(cosh(φ−R + iφ+

I ) + cosh(φ+
R − iφ−I ))

− a cosh(φ+
R + iφ+

I ) + c(cosh(φ+
R + iφ−I ) − cosh(φ−R − iφ+

I ))
}
,

q3 =
2i

√|F0,1F0,5|
|a|2 + b2 − c2

$� {(b+ c) sinh(φR + iφI) − a∗ sinh(φR − iφI)}F0,3,

����
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